Opera : un langage et un interpréteur pour effectue
des opérations arithmétiques mathématiquement exaes

Dans les applications informatiques habituellesublise les nombres entiers et les flottantsfaati
qui sont de tailles fixes. Pour cette raison, l&cfmion des calculs est limitée. En pratique, les
approximations qui en résultent sont admises ésantes pour des calculs ordinaires en vie coarant

Pour effectuer des opérations arithmétiques esatde nombres utilisés par Opera sont représentés
et mémorisés en tant que nombres rationnels, etiding réduites, avec pour numeérateurs et dénoeursat
des entiers de tailles aussi grandes que nécess@ieclogiciel exécute les opérations a deux op@sn
suivantes : élever a la puissance, diviser, mugtiplsoustraire, additionner et comparer avec céteo
spécifiqgue de priorités. De plus, il reconnait awmgomatiquement, d'aprés le contexte de son é@mplo
'opérateur - ayant un seul opérande pour utilisgsposé du nombre désigné. Pour une expression
arithmétique plus complexe I'emploi des parenthéséseconnu et effectué. Les exponentiations goi s
irrationnelles sont détectées, approximées et Eigaat celles qui sont impossibles sont signalées.

Le nom Opera de ce logiciel a pour origine unedahtion qui signifie : opérations arithmétiques
mathématiquement exactes.

Opera a deux modes de fonctionnement : I'exécution fichier de commandes et le mode
conversationnel, ou interactif. L'interpréteur, siées deux modes d'utilisation, effectue les caléafits en
langage Opera. Il est disponible pour Windows atikiet fonctionne dans une fenétre en mode console.

Les bases du langage de programmation Opera

- Les constantes admises du langage sont soitaelsras entiers soit des nombres décimaux.

- Chaque variable représente un nombre rationraitgyour valeur une fraction réduite avec dénoraumat
positif. Les nombres entiers positifs ou négatdistgeconnus : leurs dénominateurs sont égaux a 1.

- Toutes les variables sont du méme type. Ellestsoites locales dans le fichier de commandesles el
sont utilisées. Il n'existe pas de variables glehate qui facilite I'emploi des fichiers de comutem

- Les variables qui sont des données ou des résahaarguments d'un fichier de commandes sont
indiquées et utilisées pour cela. La transmiss@fat par copies.

- Unindice calculé avec un entier, exemple x[e}pet d'utiliser un tableau de variables.

- Un fichier de commandes peut en appeler un autre.

- Les branchements et débranchements conditiosobtspossibles.

- Les boucles itératives sont possibles, une bqualt en contenir d'autres.

- On peut lire dans un fichier une suite de vagabOn peut aussi sauvegarder toutes variablesiesnn

- Le caractere # débute un commentaire dans leefsicde commandes.

- La variable last contient une copie du dernisul@&t obtenu précédemment & son utilisation.

- Les fonctions reste, pgcd, ppcm, hasard, invnesghmod, pnps, facteur et prem sont spécifiquement
utilisables avec des variables ou des expressi@arg aour valeurs des entiers.

Un premier exemple

Voici un exemple simple d'utilisation de l'integpgur Opera. Soit le fichier verif.txt suivant.

n = 3664826134503802238569743830388583308417096866870138894864473
p =4103188409

g = 89316545310600730900284228951393085016318480923297

prem p

prem q

VvV = p*q

valeur n-v



Si on lance Opera en mode conversationnel et sicdhla commande : exec verif.txt on obtient un
affichage qui montre que les nombres p et g s@mhjars et que n et v sont égaux. En chiffrement RSA
on connait la clef publique d'un auteur pour déciowa clef privée il faut trouver les deux factepremiers
d'un nombre entier ayant plusieurs centaines déehidécimaux. Opera n'a pas la possibilité desfane
telle décomposition, mais il peut trés facilememte#fectuer la vérification, si on le souhaite st'ee que
fait cet exemple. En supplément, le fichier de camdes rsa.txt disponible dans la publication der®pst
un prototype de chiffrement RSA pour en montrer @iisation dans I'envoi d'un document chiffré.

Les instructions du langage Opera

Les sept opérateurs binaires ont pour symboles * &+ < > et ils ont cet ordre de priorités. La
division par 0 est possible. L'instruction i = Héfinit l'infini positif et j = -1/0 définit I'infhi négatif. Voici
deux expressions valides : 1/2*3/4 résultat : 3/8 8*(8-2)"2 résultat : 108. L'ordre des prioritdes
opérateurs est important pour écrire, et pour lee,expressions arithmétiques. Si I'expressionpoota
plusieurs fois le méme opérateur le calcul estcaifede gauche vers la droite. A titre d'exemplaspeut
noter que : 1+3*4 = 3*4+1 = 13 et : 3"3"3 = 27739683 et non pas 327 = 7625597484987. L'utilisatio
des parenthéses permet de modifier 'ordre deslsafectués : (1+3)*4 = 16 et : 3*(4+1) = 15.

L'exponentiation, exemple : x = a™n, a un fonatiement particulier. En effet, si n = p/q est un
nombre rationnel avec g > 1 il y a des cas ou deltét x est un nombre rationnel et d'autres cas est
irrationnel, exemples : (4/9)(3/2) = 8/27 et 22)1kst irrationnel. Si le résultat est irrationn@pera
calcule une approximation du résultat et affiche imdication de cette exception. Il y a une forrctaui
permet de choisir le niveau de précision de cgtfgaximation. De plus, quand le résultat n'est yas
nombre réel, exemple : (-1)(1/2) un message stgoalcas éventuel. Enfin, l'utilisation sans préoawde
I'exponentiation peut provoquer un encombremeriadeémoire centrale quand n et a sont tres grarads,
qu'il faut éviter.

Le manuel de l'utilisateur explique les autresrunctions du langage parmi les quelles on tropae,
exemples, les quatre suivantes. La commande "dea€mple : exec fichier.txt a, b, ¢) pour indiqeer
existence et valeur les données et en existencededtats d'un fichier de commandes que l'on staiha
lancer. La commande "boucle" notifie I'instructiqun la précede puis si last est positif continusé@guence
et si non elle va chercher l'instruction qui sltskruction "retour” qui lui correspond. On peunbriquer
une "boucle" dans une autre. La commande "faci@xemple : facteur n) calcule un facteur premienel
variable ou d'une expression entiére qui a 16 ochiffres décimaux au maximum pour étre performaat.
commande "copier” (exemple : copier n,r) est netemment la premiere instruction effective d'urhigs
de commandes. En complément de la commande "elkedésigne les variables en données et les vagabl
en résultats de son fichier de commandes et larirasion se fait par copies.

La programmation en C++ de l'interpréteur Opera

Le code source de Opera est programmé en C+daauhine seule dépendance : la bibliotheque
GMP qui est disponible avec les autres fichierpfi.dOpera ne met rien dans le systeme d'explaitatia‘a
pas d'installeur, il est portable, on peut l'ugitisans une clef USB.

Trois classes C++ particuliéres sont importantaesclasse bigRa effectue le traitement arithmétique
des nombres rationnels ayant la taille aussi grgnéenécessaire. La classe listera est une listieleiment
chainée servant a gérer les variables utiliséedgrgr’exécution du programme Opera. Quand unefiate
commandes en appelle un autre il faut conservevdeables du fichier appelant pendant I'exécution
fichier appelé. Pour cette raison, le nom des bisagérées par la classe listera comporte unxprééfini
par le niveau d'exécution du fichier de commanaesoeirs, ce qui assure l'utilisation locale devegmbles
internes. Et la classe Trans gere par copies tesssion des variables entre le fichier de commsnd
appelant et le fichier de commandes appelé. Quanéichier appelé est terminé ses variables sont
supprimées.



Pour interpréter une expression arithmétique tilhebituel d'utiliser l'intermédiaire de la notatio
polonaise inversée. Opera ne l'utilise pas, ilotfie directement le calcul du résultat. Quand tesgon
comporte des parenthéses il en vérifie I'équildtrensuite il remplace le contenu des parenthésepllis
internes par une variable temporaire calculée pela. Ceci permet, en utilisant la récursivité dtt+C
d'évaluer seulement des expressions sans parentpese 3*(8-2)"2 on calcule : a = 8-2 puis : 3*aEh
fait, les noms de ces variables intermédiaires sbténus automatiquement, exemples : &t1, &t2et.ne
peuvent pas étre en conflit de nom avec les vasadhé I'utilisateur.

Pour évaluer la valeur d'une expression sans thersm il faut respecter la priorité des opérateurs
utilisés. Pour l'opérateur "-" ayant un seul opdeanl y a deux traitements différents selon les cas
d'utilisation. Dans le premier cas, exemples 3-@@ -v, on effectue le changement : 0-123 ou Dans le
deuxieme cas, exemple : 3*-v on effectue le chamgertemporaire : 3*(-v) qui deviendra ensuite : 8fit
raison du traitement des parenthéses. Aprés &eXaression finale a seulement des opérateurs agant
opérandes.

D'autres exemples du langage Opera

Voici un programme en langage Opera qui vérifieléaonstration de Zagier qui prouve que le
nombre 157 est congruent.

# Ce fichier de commandes montre que 157 est cengru

# Un nombre entier n est congruent s'il existe ridlmes

# rationnels a, b et c tels que a2 + b2 = c2 eab/2

# Voir : https://fr.wikipedia.org/wiki/Nombre_congent

# Zagier a démontré que 157 est congruent.

# Voir : http://serge.mehl.free.fr/chrono/Zagiemiht

# Le triplet (a, b, c) approprié pour n = 157 est :

a = 6803298487826435051217540/411340519227716120383
b =411340519227716149383203/2166655569371476180961
n = 22440351770433696992455751309067486316094847204
d = 8912332268928859588025535178967163570016480830

c=n/d

a2 = a*a

b2 = b*b

c2 =c*c

d2 =(a2 + b2) - c2
n = (a*b)/2

# Comme prévu on obtient : d2 =0 etn =157

Voici, un programme écrit en langage Opera guiudal une suite d'approximations du nombre pi
avec une formule due a Jean-Henri Lambert jusditénar n décimales exactes.

# Ce programme en langage Opera calcule une suite d ‘approximations de pi
# jusqu'a celle ayant c décimales exactes avec la f ormule suivante.
#pi=4/(1+212/(3+22/(5+32/(7+42/ 9+...)))

# Pour l'utiliser on peut écrire :

# n=16

# exec mpi.txtn

# Ensuite on peut lire le fichier mpi-out.txt obten u pour afficher

# toutes les variables utilisées ou la derniere a | a précision demandée.

# Mais on peut aussi écrire seulement :

# lire mpi-out.txt

# valeur f[i]

# Et on vérifie que I'approximation finale a 16 déc imales exactes.
copier ¢

fl1]1=3



f[2] = 19/6
delta = f[2]-f[1]
i=2
delta > f[i]/10"c
boucle
i=i+1
k=i
d = (2*k-1)+k"2/(2*k+1)
k>1
boucle
k=k-1
d = (2*k-1)+k~2/d
retour
fli] = 4/d
delta = f[i]-f[i-1]
sidelta<O0
delta = -delta
retour
enti f[ij*10"c
mpi = last
garder mpi-out.txt

f[22] = 51359350521741312/16348189019048887 gxtritaximation finale du nombre pi obtenue avec le
programme mpi.txt présenté ci-dessus. Pour 32 ddemexactes on aurait obtenu :
f[43] = 377007404451960464990387692952593891328012084001549872126533838222292079175

Voici une image de la console Windows avec urnt pegmple d'utilisation du langage Opera.

D:APierre\Mes Logiciels\Opera\backup\essais\opera.exe —

Calculs arithmétiques avec des nombres rationnels de grande taille
Pour le mode d'emploi consultez le fichier Opera.pdf

Pour une aide immédiate entrez :

> exec p3g3.txt

aide

De : http://images.math.cnrs.fr/Le-rang-des-courbes-elliptiques.html

on doit trouver :

= 415280564497
415280564497

= BTBTO2467503
6TETO246T7503

= 348671682660
348671682660

= m/d

415280564497 /348671682660

= n/d

BTBTO246T7503 /348671682660

P3 + q3

p.A.3 ¥ q-\3

=9 (enplusde : 173 +273:=9)



Utilisations du langage Opera

Opera est public et gratuit. La publication contpda documentation avec un manuel de ['utilisateur
le code source pour Windows et pour Linux, des camias de compilation du code source, I'exécutable
pour Windows et celui pour Linux et de nombreuxregkes d'utilisation.

Opera est disponible a https://github.com/pgll@i@p Son exécutable pour Windows est obtenu
avec Visual Studio et celui pour Linux est obtemecagcc. On peut aussi compiler le code source avec
d'autres compilateurs C++ pour les mémes operatisgms ou bien pour d'autres.

Il faut noter que les espaces dans les instrietipera ne sont pas effectifs sauf, bien sir, Eans
commentaires. Ce qui permet d'écrire aussi bien=: 31+ 4*5 que : n=3+4*5. En effet, au début de
l'interprétation de l'instruction les espaces sugprimés, sauf dans les commentaires. Dans uieffide
commandes l'indentation des instructions n'estiqpdispensable, mais c'est une disposition commbDéde.
plus, pour lire et effectuer la derniére ligne efifee d'un fichier de commandes il est nécessdaputer
ensuite une ligne vide. Les exemples ci-joints magritcette nécessité.

Le langage Opera a trois instructions pour effectes entrées ou des sorties. La commande "noter”
(exemple : noter fichier.txt) permet de noter dansfichier toutes les variables actuelles. Si thigr
désigné existe déja l'archivage est refusé. La camden "garder” (exemple : garder fichier.txt) permiet
garder dans un fichier toutes les variables aaselBi le fichier désigné existe déja il est remgld.a
commande "lire" (exemple : lire fichier.txt) pernud créer au niveau actuel les variables défings de
fichier, ce qui est tres commode quand on soufeiite divers essais avec les mémes nombres.

Opera a divers concurrents. Le premier est ledgad@++ lui-méme avec la bibliotheque GMP ou se
trouvent les entités mpg_t. Il y a aussi les divienisgages formels, exemples : Maple, MatLab ou
Eigenmath. Opera est moins puissant que ceux-@ dans bien des cas il est plus commode. Et le code
source de Opera comporte des éléments pouvant aat\@utres développements analogues.



