[Arithmeétiqud
44 nombres premiers consécutivement !

par Pierre GERMAIN-LACOUR [*]
Résumé.

La formule d'Euler %+x+41 fournit 40 nombres premiers pour x entiearall
de 0 a 39. Cette formule célebre a été suivie dedmp d'études et méme en
2006 d'un concours international. L'auteur expasdes recherches qui I'ont
conduit a trouver une autre formule donnant 44 meskpremiers, ce qui
dépasse les formules analogues connues.

| Les origines

Léonard Euler, 1707-1783, a effectué de nondmag@avancées dans les divers
domaines des mathématiques. En 1772 il a publifodaule X+x+41 qui
fournit consécutivement 40 nombres premiers, tastifs et tous différents,
pour x entier allant de 0 a 39.

Cette formule étonnante et simple a fait ensudbjdt de nombreuses études
complémentaires. Il est possible, mais difficilabdenir une formule du méme
type donnant plus de nombres premiers dans les snéomelitions.

Il Des coefficients rationnels

Il y a plusieurs fagons d'obtenir une autreniale qui fournit plus de nombres
premiers. La plus simple est d'accepter des casffie fractionnaires pourvu
gue le polyndbme donne toujours des valeurs entyesdes valeurs entiéres de
la variable. Par exemple : (1/23%1/2)x = x(x+1)/2 est toujours entier quelque
soit X, puisque soit x soit x+1 est pair. Le polym@suivant : (x78x+2455x-
39762X+349948x%-1610076x+3168684)/36  fournit  consécutivement 43
nombres premiers, tous positifs et tous différgmbsir x entier allant de 0 a 42.
Il y en a tres probablement d'autres ayant encemaellleurs scores. Mais pour
rester au plus pres de la formule d'Euler je njatecepas les coefficients
fractionnaires. Si on choisit 50 ou 60 nombres peesnguelconques et que I'on
calcule par la méthode de Lagrange le polyndmenderipole le premier
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nombre pour x=0 puis le deuxieme nombre pour xtd,, jasqu'au dernier, on

obtient bien un polynéme a coefficients fractiomeaidonnant consécutivement
de nombreux nombres premiers. Mais, avec ce subterfe degré du polynéme
serait tres éleve.

La deuxieme facon la plus courante pour obtenirscore avantageux est
d'accepter en tant que nombres premiers obtenusmlabres négatifs qui sont
premiers en valeur absolue. Wroblewski et Meyrigment donné dans le
concours international référencé en [6] I'exemplévat : X-99x*+3588X-
56822X+348272x-286397 qui fournit consécutivement 47 n@sipremiers en
valeur absolue, tous différents, pour x allant di 96. Et cette formule : x
141+8311X-262983%+4729720%-46034028x+190148424)/24 a un score de
49. La formule d'Euler ne fournit que des nombresitgs. Les nombres
premiers obtenus consécutivement dans les formatbmises seront tous
positifs.

IV Des nombres premiers redondants

Une autre facon d'obtenir un bon résultat &stcgpter un nombre premier
obtenu plusieurs fois. Dans le concours référendéleMarc Beyleveld a donné
'exemple  suivant :  %97xX+3294X-45458x+213589 qui  fournit
conseécutivement 50 nombres premiers en valeur adsparmi lesquels 9 sont
négatifs et la valeur -271 est obtenue deux fois.p@ut aussi noter que le
polyndme d'Euler 3%x+41 symétrique par rapport & x = -1/2 fournit le&8mes
40 nombres premiers pour x allant de -1 a -40 que pour x allant de 0 a 39
ce qui pourrait faire dire qu'il fournit 80 nombneemiers pour x entier allant
de -40 & +39. Si un nombre premier est obtenu qlusifois, faudrait-il le
compter plusieurs fois ? De maniére a rester fidgela formule d'Euler, les
formules ayant des nombres premiers obtenus plssifais ne sont pas
conservées.

V Tous les coups sont permis

Le concours référencé en [6] a rassemblé 1l@icipants venant de
nombreux pays. Il comprenait trois catégories. Darmmgemiére catégorie toutes
les regles refusées ici étaient interdites. Egmants en degrés 3 a 6 étaient :
f3(x) = 42X+270%X-26436x+250703
f4(x) = 45xX-3416X+96738%-1212769x+5692031
f5(x) = x°-61x'+1339xX-12523%+42398x+11699
fo(x) = x*-119xX+5850%-152072%X+2205416%-16929506x+53822339



Le meilleur résultat,4{x), d0 & Kazmenko et Trofimov, a un score de 4%t
autres, dus a Wroblewski et Meyrignac, ont un sderd0 ou 41. A l'inverse, on
peut aussi accepter les regles qui sont refuséeS'ast ce qui était admis dans
les autres catégories du méme concours. On ait€jeeremple de Wroblewski
et Meyrignac, avec ces regles favorables, ayargcore de 47, de méme pour
I'exemple de Marc Beyleveld ayant le score de b9.ein a d'autres. Quand on
fait une exploration longue et difficile en acceytaes régles on peut avoir un
résultat encore meilleur. Dress et Landreau onli@en 2012 le polynéme :
(1/72)X%—(5/24)R—(1493/72)%+(1027/8)R+(100471/18)%(11971/6)x—57347

qui fournit consécutivement 58 nombres premiersvaleur absolue, tous
différents, pour x allant de -42 & +15 ce qui esbnnu comme un record.

VI Une nouvelle formule

Ce qui précede montre bien la difficulté gy'ih a découvrir des formules
meilleures que celle d'Euler, tout particulierementec les regles qui sont
acceptées ici. Depuis la publication antérieurey ¥8], javais trouvé ou
retrouvé les formules suivantes ayant un score3de 4
P1(x)=108X-9777x+331416%-4984701x+28080037
P,(x)=53%-3738xX+97338%-1097691x+4521977
P3(x)=4x*-112X+3822X-87104x+624451
Et j'ai trouvé en mars 2018 la formule suivante :

| u(x)=15X-1203x+38454%-569418x+3243881
qui fournit consécutivement 44 nombres premiersys tgositifs et tous
différents, pour x entier allant de 0 a 43.

VIl Point de vue algorithmique

Le logiciel qui effectue cette exploration pgigrammé en C++ et fonctionne
avec les entiers codés sur 64 bits. L'emploi dimb&otheque comme GMP,
MPIR, NTL ou autres pouvant utiliser des entierssagrands que I'on veut est a
déconseiller parce que les exécutions nécessainé$ras longues : il faut éviter
tout ce qui pourrait les ralentir. Dans une premighase, relativement rapide,
on effectue un crible d'Eratosthéne entre 1 eDB@00000. Dans la seconde
phase, pour chaque nombre premigoipforme les diverses suites de 5 nombres
premiers pa p tels que : 1K pp < p < p < B3 < p=p, ou il est inutile de
commencer avant 11. Pour chaque suite on calcylelyadme du 4-ieme degré
qui vaut g pour x=0, p pour x=1, p pour x=2, g pour x=3 et ppour x=4. S'll
n'est pas a coefficients entiers on passe a la suivante. S'il est a coefficients
entiers on compte les nombres premiers obtenusécotigement avantpet
apres p et si leur nombre est assez grand on fait le admaegt d'origine pour
avoir x=0 au premier nombre premier obtenu. Cettthode a plusieurs



avantages. Les polyndmes examinés ont tous au nfowaleurs premiéres
consécutivement, les autres polynbmes ne sont pamimés. L'avantage
essentiel de la méthode est son aptitude a sttgppession a la fin du traitement
du nombre premier,en cours puis a continuer les calculs en commerpzn
le nombre premier psuivant dans une autre session. De plus, celaghaussi
d'organiser facilement plusieurs explorations eralfide avec des intervalles
différents pour le nombre,pA noter que cette méthode fait une impasse : on
pourrait choisir pour chacun deg py, p. et g toutes les valeurs comprises entre
11 et p=p, mais cela ralentirait tres fortement l'exploratieh ce n'est fait
gu'exceptionnellement. La formule trouvégxy au score de 44 est obtenue
pendant le traitement de50147 et la premiére formule antérieur¢xp au
score de 43 est obtenue avge]®387. La taille du domaine associé a chaque
nombre p a traiter a une tres forte croissance, il est dmplus en plus long de
traiter les p les plus grands. Le nombre premier 50147 est%®-&dme nombre
premier et pour son traitement il faut environ E2ites avec un ordinateur ayant
un Intel Core i7. Par contre, la formulg(x) déja citée de Kazmenko et
Trofimov, ayant un score de 42, est obtenue ayeZl®9 et son traitement
dure seulement une minute. Les formules ayant oresgeveé sont rares, mais il
y a aussi des cas exceptionnels ou I'exploratiodainaine associé au nombre
pn permet d'obtenir deux formules différentes ayanscore élevé, c'est ce qui
arrive pour 50147 et 53593.

Le parcours des valeurs dg p., P et g pour chaque valeur de3p,
correspond a plusieurs boucles imbriquées de pmogedion. On peut
avantageusement éviter les valeurs inappropriégs oié 50p+6p, n'est pas un
multiple de 8 parce que le coefficient du premiegré de p(x) que l'on veut
entier vaut : (-50p-96p-72p+32p:-614)/24. Et de méme, on peut éviter les
valeurs de pou p-4p+ps est un multiple de 3 parce que le coefficient du
guatrieme degré de p(x) vaut o +6p-4pst+ps)/24.

Pour examiner plus rapidement le domaine agsbchaque valeur dg pn
peut aussi, si on veut, augmenter l'impasse ddgcteée en commencant
I'exploration concernant,@ p=p,-delta, ou le premier nombre premier suivant,
au lieu de 11, avec une valeur arbitraire pouradé€lette variante permet d'aller
plus loin. En explorant jusqu'a4H69677 avec delta=8000 et sans conserver la
croissance deg@ p, 0n a une autre formule ayant un score de 44 :

| u(x)=177X-22213%+1041433%-21610727x+167461447

La recherche expliquée ci-dessus comporte qusivariantes. Il est possible
de supposer qu'avec l'une de ces variantes ouabien une autre méthode on
trouvera une formule vérifiant les mémes reglesiaya score encore meilleur.



En attendant, on peut indiquer quelques recherobeguelques résultats déja
obtenus qui méritent d'étre signalés.

La formule (127%8638X+216761%-2377778x+9638452)/4 fournit 42
nombres premiers tous différents pour x allant de4l, ils sont tous positifs
sauf un seul, le 22-ieme : -179.

La formule 110%1650X+9350xX-24750%X+30140x+4704593  fournit
conseécutivement 23 nombres premiers seulement pimaisfs. Mais le nombre
premier 4717793 est obtenu 5 fois de suite pogak £a 5. Les autres sont tous
différents. L'explication de ce résultat exceptieinest la suivante : la formule
vaut 110*(x-1)*(x-2)*(x-3)*(x-4)*(x-5) + 4717793.

L'exploration des nombres premiers offre lasgmbté d'y faire toutes sortes
de recherches. On observe facilement que 19, 199% sont des nombres
premiers. Le nombre 5613099946 est peut-étre ke pdtit entier tel que en lui
ajoutant une fois, deux fois, ... , dix fois le fblei 9 a la fin on obtienne dix
nombres premiers. Cette recherche nécessite saiidn d'entiers ayant une
taille qui dépasse celle des entiers codés suité4 b

'y a un moyen trés simple pour obtenir unemigle qui fournit
consécutivement beaucoup de nombres premiersntSoia(t)=(1-t)(2-t)/2
b(t)=t(2-t) et c(t)=t(t-1)/2. La fonction f(x) a(x mod 3)p(x/3) + b(x mod
3)q((x-1)/3) + c(x mod 3)r((x-2)/3) fournit : f(Op€0) f(1)=q(0) f(2)=r(0)
f(3)=p(1) f(4)=qg(1) ... etc. On peut trés faoient choisir pour p(x), q(x) et
r(x) trois polynémes qui donnent chacun 35 nombpresniers différents pour x
allant de 0 a 34. Il en résulte que la formule cowd f(x) fournit
consécutivement 105 nombres premiers pour x aflar@t a 104. On peut méme
combiner de cette maniere plus de trois polynénmeples. Mais la formule
combinée f(x) n'est pas un polynéme en raisonogedation modulo.

L'exploration des nombres premiers suscite afdis des recherches
individuelles et des recherches collectives. Leotbde de Green et Tao nous
dit que la suite des nombres premiers contient sigtes arithmeétiques
arbitrairement longues. Il en démontre I'existen@as il n'indique rien pour
aider a les trouver. Les plus longues suites aétlgues de nombres premiers
connues n‘ont que 26 éléments. La plus ancienng é@émnents fut trouvée en
2010 par un francais, Benoit Perichon, grace ajetpRyimeGrid qui associe en
paralléle un tres grand nombre d'ordinateurs peedsrdans le monde entier.
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