Avec une base duale des polynGmes de Bernstein

Le systéeme Unisurf fut I'un des tout premiers logjie de Conception Assistée par Ordinateur tant
en France que dans le monde. Il a beaucoup inffulescdéveloppements effectués ensuite dans ce
domaine. Comme c’est souvent rapporté, il a ételdgpé en partie par Renault sous la direction
de Pierre Bézier. Bien que ce soit moins conna,alssi été développé par Automobiles Peugeot.
Cet article rapporte quelques formules mathémagicquenues a Automobiles Peugeot pour le
systeme Unisurf ayant guére été publiées jusquiateraant. La premiére partie effectue quelques
rappels historiques et la seconde partie aborddodesiles anciennes peu ou pas connues qui ne
sont jamais citées dans les documents spécialisdsrdaine de la CAO.

Premiere partie : Quelques rappels historiques.

Reportons-nous aux années de la décennie 1960ttt amoque, les accords d’Association entre
Automobiles Peugeot et Régie Nationale des Usinesa®t ont permis plusieurs études et
recherches communes. Le systeme Unisurf, I'un des premiers systemes de CAO, a été
développé dans ce cadre. Les développeurs du ebRedgeot, sous la direction de Paul Rapin,
ont pour noms: Pierre Germain-Lacour, Jean-Maraniitd, Jean-Claude Lefeuvre, Nadine

Sureau, Calais de Vanssay, Bernard Casseli et €[@adnot. Pour mémoire, a la méme époque,
Automobiles Citroén développait le systéeme Spac soe base théorique analogue due
principalement a Paul de Casteljau, Serge ParizZohestian Deschamps.

Prenons 3 points non alignés A, M et B ( voir Fij-On peut former les 2 vecteurs :
(1) V=AM =M-A et V,=MB=B-M
Alors, tout point P du plan de A, M et B peut séirdeavec 2 coordonnées et y par :

(2) P=A+xXV + W,

Si on veut définir I'arc de parabole qui va de B &t qui est tangent en A\3 et en B aVv, on
choisit de préférence la formulation suivantewoest un parameétre quivade Oal:

(3) P(u)=A+x(u)V,+yu)V, avec: x(u)=2u-u®> y(u)=u
D’ou : (4) P@u)=A@1-u)*+M2u(@d-u)+Bu?

Les 3 fonctions :(1-u)*, 2u(l-u) et u® sont les polyndmes de Bernstein au rang 3 ( d2yré
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Prenons maintenant 4 points non coplanaires A, Mt Bl ( Fig-2 ). On peut former les 3 vecteurs :
(5) V,=AM , V,=MN et V,=NB

Alors, tout point P de I'espa&®€ peut se définir avec 3 coordonnées x, y et z par :
(6) P=A+xXV,+W,+2V,

Si on veut une courbe allant de A a B, tangenté a@rV, et en B aV, et de plus osculatrice en A
au plande A, M et N et en B au plan de M, N etnBboisit de préférence la formulation :

(7) P(u) = A+x(U)V, + y(u)V, + z(u)V, avec :x(u) =3u-3*+u®, y(u)=3u* - 24° et z(u) =u®

Cette formule est méme la toute premiére formulggimée par Pierre Bézier, voir [1]. D’ou :
(8) P(u)=Al-u)l+Mu@-u¥+N 3*(-uHBu®

Ce qui fait apparaitre les 4 polyndmes de Bernsteirang 4 (1-u)® , 3u(l-uy ,3u’*(1-u) et u®

Aussitot apres avoir obtenu la formule (8) il étaité de généraliser la définition paramétrique
d’'une courbe au rang+1 quelconque avec la formule bien connue et classiqu

(9) P(u)=§zgm(u)a ol gi,(u)=Chu'@-u)™ pouri =0an

Les g;,(u) sont lesn+1 polyndmes de Bernstein au rang-1 ( degré :n ). Serguel Bernstein,

1880-1968, a longtemps enseigné & Moscou. |l fueétle I'Ecole Supérieure d’Electricité et de la
Sorbonne ou il a obtenu son doctorat en 1904 défani ses célébres polyndmes pour effectuer la
démonstration du théoreme de Weierstrass, voiet[B3].

Une autre forme de I'équation (9) peut s’écrire :
i=n
(10) P(u)=PRy+> fi(uV, avec:V,=R_PR
i=1
dou : fn(u) = gpp(u) et fi (u)=f 4, (U)+gj,(u) pouri =n-1a 1

Autant les g;,(u) ont une définition analytique simple rappelée déaguation (9), autant
I'expression analytique ddsg,(u) paraissait un peu compliqguée. Mais on a pu étgblir cesn
polyndmesf;, (u) la formulation suivante :

(i-1)
a1 £ = d

(-1)!du —py n(u) avec :Fp(u) = OUTH:—M“(”T'DU 4y (n-1)

Prenons I'exemple n=3 ( rang 4 )F;(u) = -3+ -u? d'ou les fonctions déja énonceées en (7) :



' 1 "
fa(U) = —URy(u) =3u-3u”+u® | foa(u) =U’Fy(u) =3u”-2u° et fay(u) =§(—u)3F3 u)=u®

Cette formule (11) a été trouvée en premier au r€atiEtudes d’Automobiles Peugeot, elle a été
diffusée dans I’Association, elle a ensuite étélipeket copiée dans les documents privés et publics
et les divers manuels et cours de CAO.

Seconde partie : Avec une base duale des polyn6niesBernstein.
Venons en maintenant a d’'autres formules qui séjit bien anciennes, mais qui sont peu ou pas

connues et qui n'ont pas fait I'objet de publicaoDans I'espace vectoriel des polynédmes de rang
n+1 on peut définir plusieurs bases, notamment :

la base naturelleL,u,u?,...u" et la base de Bernstein : (13),(u) = Chui (l—u)”_i pouri=0an

Avec une fonctionw(u) intégrable et définie positive on peut définirpmoduit scalaire :
b
(13) < p(u),q(u) >:J'w(u).p(u).q(u)du On choisitici:a=0,b=1 et:w(u)=1
a
On en déduit la base dudtg,(u) des polyndmegj;,(u) moyennant les équations :
1
(14) < gin(u),hjn(u) >:J'gin(u).hjn(u)du :5”- ou :5”- =0sii#] et: 5”- =1lsii=]j
0

Pour calculer lesy,(u) © (15) {y, (W), 1y (W, ohon @} ={ 9g ©)Gg, ), G} A

1
D'ou: (16) | =B.A ou A=B™! avec: qj :jgin(u).gjn(u)du
0

1
Ce qui permet d’écrire : (17)R :J'P(u).hn(u)du pouri=0an

0
C’est donc une autre maniére de retrouver chagigedddne courbe canonique.

Un polynémep(u) peut s’écrire dans les deux bases :
(18) p(u) =c,+cu+cu’+..+cu" = Po9on (W) + P19 (W) + PG 5 U) +...+ pngnn U)
d
Pour le calcul deyydans :v(u) :E p(u) =vogo(n_1)(u) +V191(n—1)(”) +..tv 10 (n—l)(n—l)(u)
nous savons quep(u) = py +(Py= Po) f(U) + (P~ PY T 3 (U) + ..+ (P = Ppyg) Fn ()
D'aprés 'équation (11)f,(u) est enu® => len(O): 0, fay(u) estenu® => f?;n(O): 0 etc.

=l e,
2

1 1
=> (20) % o) |,0= & =Yg = V(O) = n(py - Py = £ n.p).lhy, () =h g, )ldu= !) P(U)Vp (U)du

Pour p'(0) il reste uniquement : (19X, (u) = —uFy(u) =nu-— dou : flln (0)=n

1
Avec : Vp(u) =n[h,(u) —hg,(u)] on a donc toujours : (21):_u p(u) |u:0:J' p(u)Vy (u)du
0



Cette formule (21) est un peu une surprise : palouter la dérivée a 'origine de tout polynéme de
degré n (ou de rang : n+1) il suffit de calculietégrale de son produit pas,(u) entre O et 1.

1
Pour: p(u)=c,+cu ona:c =J' p(u).\/l(u)du (22)
0

1
Pour: p(u)=c,+cu+cu®> ona:c :J' p(u).\/z(u)du etc.
0

A ce point d’'avancement la question qui se posdaestiivante : est-il possible d’établir d’autres
formules du méme type que I'équation (21) pourdé&svées suivantes de(u) a l'origine ?
La réponse est non seulement oui, on va en doarsaduition explicitement.

V(“)‘_ P(U) =990 1) (W) * V19 (1) (W) * -+ V19 (- 1) - 1))
2
(23) a(U)—d—P() 2090(n-2) (W) + 819y n-2) (W) + -+ 8501 ) - 2) )
3
j(u) :% p(u) = jOgo(n—3)(u) + jlgl(n—3)(u) Tt jn_3g (n-3)(n- 3)(“)

On recherche donc powy, et j, des formules du méme type que (21).
1

Pour p(u) quelconque t; :j P(U)Vp(u)du doncVy(u) estle vecteur dual;,(u) deu
0

dans la base dua{edOn (u), dy, (U), -,y (u)} de la base naturel{d,u,uz,...u”} des polynémes.
. 1 .
Par définition : (24)< di (u),u’ >:jdm(u).u1du =g; ou:g;=0sii#] et:g =1sii=]
0

Si on écrit : { dgp (U), Ay (U), Ay (), O U} = {Luu?,.u} T
1.
alors les équations (24) peuvent aussi s’écr{i@s) ST =1 ou T = st avec: §ij :ju'”du

On peut remarquer que la matrice S est la matrgcdditbert. Pour la matrice T, inverse de la
matrice S de Hilbert, on connait une expressiotyigae de chacun de ses termese qui peut

éviter d’effectuer I'i |nverS|on numerlquement
1
Il en résulte G =— d < o W],2o= j d. (U).p(u)du => (26) —p(u) l_o= 9 j d.. (). p(u)du
Appelons derlvee duale a l'origine d’ordre i etrdag (n+1) de la fonctiorf (u) Ia guantité :
(27) 0;,f =(i ')J'dm(u) f(uldu ona: (28)9;, di f(u) |u:0 si: f(u)=p(u)

Pour toutp(u) on a trouvé notamment : (29, =0,,p , Vg =04,P , 8;=0,,p €t j;=05,p
Les équations (29) généralisent I'équation (21¥¢quation (28) est exacte quarfdu) est un

1
polyndme p(u) de rang(n+1)ou moins et si now,;,f est une approximation d§—| f(u) =0
u

Effectuons maintenant une application numérique pe@ (rang 3 ) :



Fo(U)==-2+U , gg,(u) =1-2u+Uu?, hy,(u) =9-36u+ 3@? , dy,(u) =9-36u+ 3WA
(30) fio(u)=2u-u?, g (u)=2u—-20% , h,(u) =-9+6Q- 6Q7 , d,(u)=-36+1921- 180°
fooU)=UZ  , gyo(U)=U? |, hyy(U)=3-24u+3@% |, d,,(u)=30- 180+ 180°

2

Avec : p(u) =c, +cu+cu® on verifie que : (31)c; =dy,p , ¢ =0,,p €t c, =%622p

On remarquera qu’il y a entre lek (u) et lesh,(u) les mémes relations qu'entre les dérivées a
I'origine de P(u) et les pblesR a savoir :
n(n-1)

(32) P(O)=R P(0)=n(R-F) P"0)= (R-2R+F)

Pl"(o):%(n_z) (P3 —3P2+ 331— PO) etc.

dgn (U) = hgy(U)  dy (u) =n(hy, (U) —hg, (W)  dy () = @ (g, (U) = 2hy, (U) + g, (U))

n(n-1)(n-2) (h

dap (W) =7

o (W) =3, (U)+30,, (U)-hg, )  etc.

Par contre, pour f u(3e" ou f(0) et toutes les dérivées a l'origine valent 1 darfule (28) est
seulement une approximation, calculs faits, onveou

dy,f =-10+4e= 0.873L 0, =-105+ 3®= 1.0129° 9, =-1456+ 53@= 0.9990
d,,f =18- 62=1.6903  9,,f =588- 21@= 0.8511  0,,f =16800- 6186= 1.0183
0,,f =-1140+ 42@= 1.6783 0,,f =-82200+ 30246= 0.842/
(33) 0,5f =162120- 59646= 1.671

dy,f =1.0000C 9,,f =1.0011€ 9,,f =1.0038C 0,,f =0.8736C 0,,f =1.8144C
Comme attendu, chaque dérivee duale a l'orighef de f ()= e s’approche de la valeur
théorique quand n augmente. Et les nombres obtmnugquations (33) ont aussi une autre utilité.
1
Pour le polynbme de rang 3p(u) =c0+c1u+c2u2 qui minimise j[(co+clu+czu2) —eu]zdu on
0

obtient les coefficients trouvés ci-dessus,:=1.0129¢ , ¢ =0.8511Z et c, = 1'6;83/

Ceci, pour le rang 3, est vrai aussi pour touteausdleur du rang : (34 :_—1|6inf pouri=0an
il

Revenons dans le domairi® avec la base des polyndmes de Bernstejn (u) =C}1ui (1—u)'”_i
La courbe canonique du systeme Unisurf a pour iiéfinparamétrique :

i=n
(35) P(u)= z Pg;,(u) , ud[0,1] oulesR sontles pbles de la courbe.
i=0

1 1
On a vu ci-dessus que : (36} :jP(u).hn(u)du avec :J'gin(u).hjn(u)du = 5”-
0 0



Les h,(u) qui forment la base duale dgg,(u) permettent aussi de calculer la solution de :
1
(37) Minimiserj[Q(u)—F(u)]zdu
0
pour une fonction donné€ (u) quelconque. La solutioP(u) de (37) s’obtient en calculant les

1 i=n
poles avec : (38)R :J'hn(u).F(u)du et P(u)= z gin(WPR
0 =0

En effet, il en résulte queR =}hn(u).F (u)du = fnn(u).P(u)du

et d'aprés (15) et (16)g;,,(u) :OhOn(u)bQ. +hy, (u)0b1 +...t hop (B

d'ol }[F(u) - P(U)]. gjp (W du :f[ F(U ~ (UL h{ U by +hy{( Y by +.. +hn(Y byl du =0

SoitVoun vecteur quelconque SR? pourQ(u) faisons :Q, =R, Ok#i et Q =R +tV
S=i[Q(U) ~F(W]*du :(jl)[cf(u) ~2Q(U) F(u) +F {u)] du

E—2\/J1'[Q(u) (W) -F(U)g;,(UW]du pourt=0: Q(u)=P(u) dou: d—SL =0 0O Ov
dt ! in in p =0 = F g t=0"

Ce qui prouve qud(u) défini en (38) est bien la solution de (37).

Conclusion

La définition, I'utilité et I'utilisation d’une basduale de celle de Bernstein méritent d’étre cesnu
Les notes citées ici peuvent donc valablementagtnetées aux documents que I'on trouve
habituellement dans ce domaine de la CAO.
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F1(u) = -1 g01(u)

f11(u)

u  gliCuw)
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u
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34 (u)
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do4(u)

d14(u)

d24(u)

d34(u)
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-4 +6u -4uA2
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4u3 -3urd

uA4

25  -300.

-300 +4800.
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-1400 +26880.

630 -12600.
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u

u

g04(u)
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